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L'optimisation est une branche des mathématiques cherchant a mo-
déliser, a analyser et a résoudre analytiquement ou numériquement
les problémes qui consistent a minimiser ou maximiser une fonction
sur un ensemble.

. La Gestion comme I'Economie étudient de maniére formelle les
programmes d’optimisation, en s'intéressant, en fonction du contexte soit
a la valeur maximale, soit a la valeur de l'instrument qui permet d’obtenir
cette valeur. Un second sujet est ensuite d'étudier la statique comparative,
c'est a dire la modification des valeurs maximales avec un changement des
parameétres.



Plan du cours
S

1) Maximisation d'une fonction d'une variable
2) Maximisation d'une fonction de deux variables
3) Statique comparative - Théoréme de I'enveloppe

4) Reprise des application classiques



1. Maximisation d'une fonction d'une variable



Soit f(-) une fonction réelle, définie sur un ensemble fermé A.

On appelle maximum de la fonction sur A, la valeur maximale que
la fonction peut atteindre. Le programme est le suivant

max, f(x) (1)

Par extension, on appellera parfois maximum la valeur de la variable
(de I'outil) pour laquelle la fonction atteint son maximum.

» - Souvent, en Economie-Gestion, la fonction dont on analyse le
maximum dépend d'un paramétre. On fait apparaitre ce paramétre
dans le programme : max, f(x,a)



Théoréme

Si x* est une solution intérieure du programme (1), alors
fi(x) =0, ()

On appelle Condition premiére cette condition.

> ; Attention, cette condition nécessaire n'est pas suffisante.

» ; Ce théoréme indique la marche a suivre, quand on a un pro-
gramme d’optimisation simple : rechercher et écrire la condition
premiére.

» ; Enfin, quand il n'existe pas de solution intérieure au pro-
gramme de maximisation, on dit que cette derniere est « en coin ».



Donner les conditions premieres de I'optimum pour les différents
programmes suivants :

max x — x? max 2x% — v/x max x * In(x)
xeR x€R4 x€R4



Donner les conditions premieres de I'optimum pour les différents
programmes suivants :

2 2
— 2x* — I
ma 2K maceiny
f=x—x? Ona:f'(x) =1-2x,laFOCest 1-2x =0,

f=2x>—/x

f = xIn(x)

soit x = 1/2.

On a: fi(x) = 4x — % la foc est
xy/x = 1/8, soit (v/x)3 = (1/2)3, équi-
valent a /x=1/2, x=1/4

On a : f'(x) = x/x + In(x), la foc est
In(x) = —1, soit x = 1/e. ATTENTION -
ceci correspond a un minimum de la fonc-
tion



|
Une premiere méthode pour résoudre completement les exemples
précédents est de faire un tableau de variation dans chacun des cas



|
Une premiere méthode pour résoudre completement les exemples
précédents est de faire un tableau de variation dans chacun des cas

x | —o0 1/2 +o0
f'(x) + 0 -
1/4
f(X) . / \ .

; On s’en doutait, car 3 +00 (comme 3 —c0) le terme —x? |'em-
portait dans le négatif



B Continuons avec les deux derniers exemples. Etablissons leur ta-
bleaux de variations.

x |0 1/4 +0o0 x |0 1/e
f'(x) - 0 + f'(x) - 0+
)| 0 s ol ] O e

ATTENTION Quand on ne vérifie pas, il est possible d'avoir
caractérisé un minimum plutdét qu'un maximum.

Ceci peut étre tres dommageable en Gestion, on caractérise ce qu'il
ne faut pas faire!



A supposer qu'on ait un seul point en lequel la condition premiére est
vérifiée. Ce qui différe les différents cas se représente tout d'abord
dans un graphique.

y y

X X

L'objectif est concave L'objectif est convexe

P; D'ol une condition suffisante pour I'optimum : que la fonction
objectif soit concave, autrement dit, "/ < 0.



ol Théoreme

Une condition nécessaire et suffisante, pour qu'un extremum soit
un maximum local est que la fonction objectif soit localement
concave, cad que sa dérivée seconde est négative ou nulle (" < 0).
On appelle cette condition « condition seconde ».

Preuve Pour savoir si on a atteint un extremum local est de regarder
les variations de la fonction autour de x.

P> ; considérons I'approximation linéaire de f autour de x, f(x + dx) =
f(x) + f'(x)dx. Une condition nécessaire pour avoir un maximum est
d'avoir f'(x) = 0 (sinon, on trouverait dx tel que f(x) + f'(x)dx > f(x))

P> ; considérons /'approximation quadratique de f autour de x, f(x +
dx) & f(x) + f'(x)dx + %f”(x)(dx)2 =f(x)+ %f"(x)(dx)2. Une condi-
tion nécessaire pour avoir un maximum est d'avoir f/(x) < 0 (sinon, on
trouverait dx tel que f(x)+f"(x)dx > f(x)). f”(x) < 0 est une condition

ci1fbficanta




Quatre étapes a poursuivre pour établir le maximum intérieur d'une
fonction d'une variable réelle,

) Calculer la dérivée de f, cad f'(x)

) Calculer la dérivée seconde de f, cad f”(x)

3) Ecrire et Résoudre la condition premiere f'(x) =0
)

Vérifier que pour toutes les solutions de I'étape précédente, les
conditions secondes sont vérifiées, cad f” < 0.

5) Si les conditions secondes ne sont pas vérifiées, il faudra
trouver un argument particulier pour poursuivre |'analyse, et
conclure sur le maximum de la fonction qui sera alors
obligatoirement « en coin ».



Pourquoi la méthode précédente pourrait ne pas fonctionner ? Deux
raisons possibles.

1) Il n'existe pas de maximum intérieur (et dans ce cas, il faut
chercher aux bornes, ce qui est le cas quand la fonction est convexe)

2) Il n'existe pas de maximum du tout : la fonction diverge, c'est a
dire qu’elle tend vers I'infini.

Dans ce second cas, il faut prouver que la limite de la fonction, est
bien plus l'infini, c'est-a-dire qu’elle peut toujours étre plus grande
qu'un nombre donné.



2. Maximisation d'une fonction de deux variables



Soit f(x, y) une fonction réelle, définie sur un ensemble fermé X x Y.

Définition

On appelle maximum de la fonction f sur X x Y, la valeur maximale
que la fonction f(x, y) peut atteindre. Le programme est le suivant

maxy, f(x,y) (3)

Par extension, on appellera parfois maximum la valeur de I'outil
(x,y) pour lequel la fonction atteint son maximum.



Théoréme

Si (x*,y*) est une solution intérieure du programme (3), alors
F(x"y") =0,  f(x%y") =0, (4)

C'est-a-dire que les deux dérivées partielles de la fonction f(x, y)
s'annulent. On appelle Conditions premiéres ces conditions.

Preuve Il suffit de considérer deux programmes annexes, dont on
déduit immédiatement les conditions. En effet,

> ; x* estle maximum du programme d’une variable max, f(x, y*);
d'ou la condition premiere £ (x*,y*) =0

> : y*estle maximum du programme d'une variable max, f(x*, y);



Conditions nécessaires de I'optimum pour les programmes suivants :

2 2
— —
Xm’yaex xy — (xy) X’my gx+ VXy —2(x+y)



Conditions nécessaires de I'optimum pour les programmes suivants :

max xy — (xy)? Tmax VXY = 2(x + y)?
p +

x,y€R

f=xy— (x)?

f= Xy —2(x+y)?

Ona:fi=y—2xy%et fy:x—2x2y. Les FOC
sont donc 1 — 2xy = 0. Les conditions premiéres
sont réalisées quand xy = 1/2.

On pourrait ici se ramener a un programme d’une
seule variable ou I'on cherche la valeur de xy...

Ona:fX:%\/¥—4(X+y)f;/: \/%_

4(x + y). Lorsque les deux FOCS sont vérifiées

NI

simultanément, alors % = \/g soit x = y condi-
tion nécessaire. La FOC f, = 0 se réécrit alors

4x2x =1/2, soit x =1/16 y = 1/16



La encore, recours a la concavité de la fonction, synonyme d'une
condition sur les dérivées seconde de la fonction f(x,y).

Théoréme

Si (x*,y*) vérifient les conditions premiéres, et aussi, les deux
conditions suivantes, dites «conditions secondesy,

fXXf;’y - (fXY)z > 0 (5)
f;(X < 0 9 fyy < 0
alors (x*, y*) est un maximum de f

. elle désigne la concavité de f par
rapport a x (et 3 y), ce qu'on imaginait déja comme une condition a
vérifier
Pour la vérifier, calculer f, f,, et f,,. La condition
est connue comme : “le déterminant de la matrice Hessienne est positif”



f=xy—(x)

f = 37— 2x+y)

Ona:f=y—2xy? et f, = x — 2x2y. Dérivées secondes :
fo = =2y <0, f, = —2x2 <0, fy = 1 —4dxy. D =
4x%y? — (1 — 4xy)>. Quand 2xy = 1, On vérifie D = 0.
On ne peut a priori rien conclure en appliquant le théoreme
précédent. Cependant, la remarque émise lors du calcul des
FOC reste valide, on doit analyser ce programme comme le
programme d'une seule variable, d'ou I'on conclut qu'on est
a I'optimum.

Ona: f = %Xf%y% —4x+y)f, = %X%yfé —4(x +
y). Remarquons avant d’aller plus loin que L'application des
FOC conduit 3 x = y fo X"2yi —4 <0, f, =
—%x%y_% —4 <0, fy = 1x72y72 — 4. On calcule
uniquement dans le cas x = y, on remarque fx = f,
—1/4x — 4 et f,, = 1/4x — 4 donc D = (fix)? — (fiy)?
(for + fy ) (o — fiy) = —8(—1/2x) = 4/x > 0.

Les conditions secondes sont vérifiées, les solutions du pro-
gramme optimal sont les solutions des FOC, x = y tel que
1/2 = 8x, soit x =y = 1/16

Bl ||
Nl =
O



» ; Quand vous avez a chercher le maximum absolu d'une fonc-
tion F Vous devez suivre les cinq étapes suivantes :

Calculer 5 dérivées, Fx, Fxx, Fy, Fyy et Fxy

Ecrire les FOC, puis les résoudre en trouvant X et Y

Calculer le déterminant de la matrice Hessienne A = FxxFyy — (Fxy)?
Vérifier que les conditions secondes s'appliquent

CONCLURE



» ; Trouver le maximum absolu de la fonction F = pg — p? —
3q?

Les cing dérivées :

Fo=q—2p, Fpp =—-2<0,

Fe=p—6q, Foqg = —6 <0,

Fog =1

A= (-2)x(-6)—(1)*=11>0

Les conditions secondes s'appliquent, a savoir Fpp, Foqq <0 et A >0

Les conditions premiéres s'écrivent ¢ —2p =0 et p — 6g = 0.

g = 2p
= 6q

équation p = 6(2p), soit 11p =0, p=0g=0.

Le systéme obtenu est , soit par substitution de g dans la seconde

P La fonction F est maximale pour p = g = 0. Elle vaut alors zéro. Sinon,
partout ailleurs, elle est négative.



1 Etape préalable : se demander si la fonction considérée est
bornée supérieurement, cette question vous permettra de
répondre si oui ou non il est pertinent de commencer a
chercher le maximum de la fonction

PUIS

[0 Recherche méthodique du maximum de la fonction, en
utilisant les cinq étapes précédentes.

On rappelle qu'une fonction est dite bornée supérieurement dés lors
que I'on peut trouver (au moins) une borne supérieure e deca de
laquelle la fonction reste toujours en dessous. Remarque : cette borne
peut étre bien au-dessus de la fonction, mais étre aussi une sorte de
valeur limite.



3. Statique comparative



Dans les problemes d'optimisation qu'on aborde en Gestion, suivant le
contexte, on placera |'accent

[ soit sur les outils, les variables qui permettent d'atteindre le
maximum

[J soit sur la fonction objectif maximisée

Dans le second cas, on pourra s'intéresser aux variations de la fonction
objectif qui a été maximisée. Par exemple, si on s'intéresse a la maximisa-
tion de f, on pourra noter F la valeur de la fonction qui a été maximisée

Objet de la statique comparative : la fonction F

F(a) = max f(x,a)



Théoréme de |'enveloppe

Si f(x, a) est une fonction dont on a trouvé pour différentes valeurs

du paramétre a, la valeur optimale F(a) = max f(x, a), alors, on
X

peut déduire facilement les variations de F de la formule suivante :

F'(a) = f,(x*(a), a).

Ou x* désigne le x qui a permis d’atteindre le maximum.

En pratique, on dérive la fonction objectif f par rapport a a et on
donne la valeur de cette fonction en remplacementcant x par la

solutiion x*(a)




Soit une firme en CPP dont la fonction de coiit C(q) =
wq® ol w désigne le coiit de I'input. Calculer la variation du profit
en fonction du prix w, puis I'élasticité du profit au prix de I'input.

la production est optimale quand C,, = p,
soit, 2wq = p, ¢* = ﬁp. Valeur du profit correspondante : 7" =

p (i) —w (dp) = e

si on reprend le calcul de 7, on trouve
-1
2

5P

On a 7(q,w) = pqg—wq>.
La dérivée par rapport & w est m, = —q>, et donc, O7*/Ow =

o (q*z) _ 4—_W12p2



4. Reprise des problémes classiques



Il s’agit de bien circonscrire le probléme d'optimisation.

On rappelle que les trois éléments d'un probléeme d’optimisation
sont :

Les variables dont on doit déterminer la valeur

La fonction objectif qui s’exprime en fonction de ces variables
et d'autres variables qui jouent le role de parametres

s'il y en est, des contraintes

> ; Toujours prendre |'habitude de bien formuler les programmes,
avec grande précision



Le probléeme de la firme en CPP est un probléeme de maximisation
avec UNE variable :
max pq — C(q)
La FOC est
p=C(q)
> ; Cette condition, formulée dans le cas général, est intéressante en soi,

avec toutes les interprétations qu'on connait

> ; On peut bien entendu utiliser la méme méthode dans un probléme plus
spécifique dans lequel on a donné une forme plus spécifique a la fonction de cofit



Le probleme de la firme en Monopole est un probléme de maximisa-
tion avec DEUX variables, mais qui comprend aussi une contrainte :

maxsq pg— C(q)
sc. q<D(p)

> ; On verra comment résoudre ce type de probleme dans le prochain cha-
pitre. Nous avons vu, provisoirement, dans le chapitre d'introduction qu'on pou-
vait, aprés avoir analysé que la contrainte devait s'écrire avec égalité, substituer
une variable a une autre afin de se ramener a un probléeme de maximisation sans
contrainte. Mais ce n'est pas toujours la meilleure approche.



P ; L'histoire : un Principal veut faire produire a une firme une
quantité g en échange d'un transfert. L'objectif de ce Principal est

. . N PN . 1 .2
g — t. La firme fait face a un coit de production C(q,0) = 55q°.
Son objectif est t — C.

P> ; Le programme : Lorsqu'on considere que le Principal a la
main, il va choisir g et t dans le Programme suivant :

MmaXgq: q — t1
2
s.c. t=35q

La résolution de ce programme sera étudiée dans le prochain cha-
pitre. Il est cependant possible (i) de démontrer que nécessairement
a l'optimum la contrainte est saturée, et de transformer ce pro-
gramme en un programme sans contrainte avec une variable.
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