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Savoirs utiles : Les dérivées standard, l’énoncé des conditions premières, l’énoncé des conditions secondes, optimisation discrète

A savoir, les dérivées des fonctions polynomiales. Si f = xn, alors
f ′ = nxn−1, qui se généralise aux fonctions puissance, avec α coeffi-
cient réel : si f = xα, alors f ′ = αxα−1. Connaître les dérivées des
fonctions logarithme et exponentielle : si f = ln(x) et g = ex, alors
f ′ = 1/x et g′ = ex.
Une fois les dérivées des fonctions d’une variable connue, la dériva-
tion des fonctions de plusieurs variables, variable par variable suit les
mêmes règles. On repère LA variable selon laquelle on veut dériver,
tout le reste est considéré comme des paramètres.

On considère dans ce TD le programme d’optimisation
maxx,y∈R+

f(x, y) cad que l’on recherche le maxi-
mum d’une fonction de deux variables. La condition
première

fx = 0 fy = 0
indique qu’il faut se pencher sur les points (x, y) qui an-
nulent les deux dérivées partielles. Ce focus provient du
théorème à connaître selon lequel, si (x, y) est solution
du programme d’optimisation, alors fx = 0 fy = 0.
C’est une condition nécéssaire.

Des conditions secondes in-
diquent que les candidats qui
satisfont les conditions pre-
mières sont la solution. Par
exemple qd f concave (fxx ≤
0, fyy ≤ 0, fxxfyy − (fxy)2 >
0), mais de telles conditions
ne sont pas toujours vérifiées
et conduisent à une étude cas
par cas.

1 Dérivées premières et secondes d’une fonction de une ou deux variables

1) Considérez les fonctions f(x) suivantes, calculer pour chacun des cas la dérivée première (notée f ′(x)) et la dérivée seconde
(notée f ′′(x)).

f(x) = ex f(x) =
√
x f(x) = ln(x) f(x) = xa f(x) = (1 +

√
x)2 f(x) = (1 + x2)1/2

Ces dérivées sont classiques, il faut maîtriser deux choses, la dérivée de la fonction puissance (xa)′ = axa−1 et la dérivée de la
composée de deux fonction (f(g(x)))′ = f ′(g(x)) ∗ g′(x). On trouve dans le même ordre :

f ′(x) = ex f ′(x) = 1/2
√
x f ′(x) = 1/x f ′(x) = axa−1 f ′(x) = 2(1 +

√
x) ∗

1

2
√
x

f ′(x) =
1

2
(1 + x2)−1/2 ∗ 2x

2) Considérez les fonctions f(x, y) suivantes, calculer pour chacun des cas les dérivées premières fx et fy et les trois dérivées
secondes, fxx, fyy et fxy :

f(x, y) = ex+y f(x, y) =
√
x+ y f(x, y) = ln(x+ y) f(x, y) = xayb f(x, y) = (

√
x+

√
y)2 f(x, y) = (x2 + y2)1/2

Commençons par fx dans chacun des six cas :

fx = ex+y fx = 1/2
√
x+ y fx = 1/(x+ y) fx = axa−1yb fx = 2(

√
x+

√
y) ∗ (1/2

√
x) fx =

1

2
(x2 + y2)−1/2 ∗ 2x

Continuons apr fxx dans chacun des six cas, où l’on dérive les expressions que l’on vient d’obtenir encore une fois par rapport à
x. Pour la cinquième dérivée, on part d’une expression plus travaillée de fx = 1 + (

√
y/

√
x). On trouve

fxx = e
x+y

fxx = (1/2)∗(−1/2)(x+y)
−3/2

fxx = −1/(x+y)
2

fxx = a(a−1)x
a−2

y
b

fxx =
−1

2

√
y∗x−3/2

fxx = (x
2
+y

2
)
−1/2

+x∗
−1

2
(x

2
+y

2
)
−3/2∗2x

Les dérivées par rapport à y, qu’on note fy dans chacun des six cas :

fy = ex+y fy = 1/2
√
x+ y fy = 1/(x+ y) fy = bxayb−1 fy = 2(

√
x+

√
y) ∗ (1/2

√
y) fy =

1

2
(x2 + y2)−1/2 ∗ 2y

Continuons apr fxx dans chacun des six cas, où l’on dérive les expressions que l’on vient d’obtenir encore une fois par rapport à
x. Pour la cinquième dérivée, on part d’une expression plus travaillée de fy = 1 + (

√
x/

√
y). On trouve

fyy = ex+y fyy = (−1/4) ∗ (x + y)−3/2 fyy = −1/(x+ y)2 fyy = b(b− 1)xayb−2 fyy =
−1

2

√
x ∗ y−3/2 fyy = (x2 + y2)−1/2 + y ∗

−1

2
(x2 + y2)−3/2 ∗ 2y



Enfin, fyx, on dérive fy par rapport à x, cela donne :

fyx = ex+y fyx = (−1/4)(x+ y)−3/2 fyx = −1/(x+y)2 fyx = abxa−1yb−1 fyx = (1/2
√
y
√
x) fyx =

−1

4
(x2+y2)−3/2∗2y∗2x

On peut bien entendu vérifier que fyx = fxy c’est-à-dire que l’ordre de dérivation importe peu.

3) Reprendre les exemples de la question 2) précédente en calculant le déterminant de la matrice Hessienne D = fxxfyy − (fxy)
2

dans le premier cas f = ex+y, D = ex+yex+y − (ex+y)2 = 0

dans le second cas f =
√
x+ y, D = (1/2) ∗ (−1/2)(x+ y)−3/2 ∗ (1/2) ∗ (−1/2)(x+ y)−3/2 − ((1/2) ∗ (−1/2)(x+ y)−3/2)2 = 0

dans le troisième cas f = ln(x+ y), D = (1/2) ∗ (−1/2)(x+ y)−3/2 ∗ (1/2) ∗ (−1/2)(x+ y)−3/2 − ((1/2) ∗ (−1/2)(x+ y)−3/2)2 = 0

dans le quatrième cas f = xayb, D = a(a−1)xa−2yb∗b(b−1)xayb−2−(abxa−1yb−1)2 = x2(a−1)y2(b−1)∗ [a(a−1)∗b(b−1)−(ab)2] =
ab(1− a− b)x2(a−1)y2(b−1)

dans le cinquième cas f = (
√
x+

√
y)2, D = −1

2

√
y ∗ x−3/2−1

2

√
x ∗ y−3/2 − ((1/2

√
y
√
x))2 = 0

dans le sixième cas f = (x2 + y2)1/2, D = [(x2 + y2)−1/2 + x ∗ −1
2 (x2 + y2)−3/2 ∗ 2x] ∗ [(x2 + y2)−1/2 + y ∗ −1

2 (x2 + y2)−3/2 ∗ 2y]−
(−1

4 (x2 + y2)−3/2 ∗ 2y ∗ 2x)2 = 0. En effet, tous les termes se simplifient ; si vous n’arrivez pas à ce dernier calcul, ce n’est pas très
grave.

4) Calculer fx, fy, fxx, fyy, fxy et D = fxxfyy − (fxy)
2 pour les fonctions f(x, y) suivantes :

f(x, y) = a ln(x) + b ln(y) f(x, y) = x2 − 2xy − 2y f(x, y) = g(x) + h(y)

Pour la première fonction f(x, y) = a ln(x) + b ln(y)

fx = a/x
fy = b/y,
fxx = −a/x2,
fyy = −b/y2,
fxy = 0
D = −a/x2 ∗ −b/y2 = ab/(xy)2

Cette fonction est concave.

Pour la seconde fonction f(x, y) = x2 − 2xy − 2y

fx = 2x− 2y
fy = −2x− 2
fxx = 2,
fyy = 0,
fxy = −2
D = 2 ∗ 0− (−2)2 = −4

Elle n’est pas concave



Pour la troisième fonction f(x, y) = g(x) + h(y)

fx = g′(x)
fy = h′(y)
fxx = g′′(x)
fyy = h′′(y)
fxy = 0
D = g′′(x) ∗ g′′(y)− 0

Ainsi si g et h sont concaves, alors f est concave.

2 Programmes d’optimisation sans contrainte avec variable continue

1) Dire s’il existe une solution aux programmes d’optimisation suivants, et, s’il y en a, les donner.

maxx,y∈R 1− ex+y OUI NON ce programme a une solution x∗ = y∗ =

maxx,y∈R+

√
x+ y − x− y OUI NON ce programme a une solution x∗ = y∗ =

maxx,y∈R+

√
x+

√
y − x− y OUI NON ce programme a une solution x∗ = y∗ =

maxx,y∈R+
1− ln (1 + x+ y) OUI NON ce programme a une solution x∗ = y∗ =

maxx,y∈R+
x+ y − (

√
x+

√
y)2 OUI NON ce programme a une solution x∗ = y∗ =

maxx,y∈R 1− ex+y OUI NONX ce programme n’a pas de solution x∗ = y∗ =

maxx,y∈R+

√
x+ y − x− y OUI X NON ce programme a une solution x∗ = 0 y∗ = 1/4

maxx,y∈R+

√
x+

√
y − x− y OUI X NON ce programme a une solution x∗ = 1/4 y∗ = 1/4

maxx,y∈R+
1− ln (1 + x+ y) OUI X NON ce programme a une solution x∗ = 0 y∗ = 0

maxx,y∈R+
x+ y − (

√
x+

√
y)2 OUI X NON ce programme a une solution x∗ = 0 y∗ = 0

Le premier programme diverge. En effet pour f = 1− ex+y On a :

fx = −ex+y < 0
fy = −ex+y < 0

la fonction est décroissante, la valeur maximale est obtenue quand x+ y → −∞

Le second programme a des solutions. En effet f =
√
x+ y − x− y peut s’écrire f = h(x+ y) avec h(X) =

√
X −X . Est-ce que

cette fonction h de une seule variable a un maximum ? On calcule les deux dérivées

h′ = 1/(2
√
X)− 1

h′′ = −1/(4X
√
X

La fonction h est concave, admet un maximum quand h′ = 0 soit quand
√
X = 1/2 et X = 1/4. Donc, il y a plusieurs manières

d’arriver au maximum, même une infinité, mais ce programme a une solution.

Considérons f =
√
x+

√
y − x− y.

fx = 1/2
√
x− 1

fy = 1/2
√
y − 1

fxx = −1
4 (x)−3/2

fyy = −1
4 (y)−3/2

fxy = 0

D = −1
4 (x)−3/2 ∗ −1

4 (y)−3/2 > 0

donc la fonction est concave. Elle admet un maximum global quand FOC :
√
x = 1/2 et x = 1/4 et

√
y = 1/2 et y = 1/4

Considérons f = 1 − ln(1 + x + y). Ce programme a une solution, car puisque x + y + 1 ≥ 1, f ≤ 1. La fonction est bornée



supérieurement et atteint sa borne en x = y = 0.

Considérons f = x+ y − (
√
x+

√
y)2

fx = 1− 2(
√
x+

√
y) ∗ 1/(2

√
x) = −√

y/
√
x

fy = −
√
x/

√
y

La fonction est décroissante en fonction de x et de y. Elle n’est définie que sur x ≥ 0 et y ≥ 0. Le maximum est obtenu en x = 0
et en y = 0.

2) Résoudre le programme d’optimisation maxx,y≥0 ln(1 + x + y) − 210xy + 10000 sur excel. On vérifiera que les solutions
premières sont satisfaites à l’intérieur du rectangle [0, 20] ∗ [0, 20] (on essayera x = 10), on apercevra un paradoxe et on conclura.

Dans le tableau excel, on commence par écrire une ligne de chiffres de 0 à 20, et une colonne de 0 à 20. Puis on écrit la formule
suivante dans la cellule B2 :

On recopie cette formule sur la droite et en dessous pour obtenir

Lorsque l’on écrit les conditions premières, on obtient

1

210
x =

1

210
y =

1

1 + x+ y
⇐⇒ x = y = 10

Mais on se rend compte qu’en x = y = 10, on est ni au maximum, ni au minimum de la fonction. Il est donc probable que les
conditions secondes ne sont pas vérifiées. On reprend donc le calcul des différentes dérivées pour voir ce point.

f = ln(1 + x+ y)−
1

210
xy (1)

fx =
1

1 + x+ y
−

1

210
y (2)

fy =
1

1 + x+ y
−

1

210
x (3)

fxx =
−1

(1 + x+ y)2
< 0 (4)

fyy =
−1

(1 + x+ y)2
< 0 (5)

fxy =
−1

(1 + x+ y)2
−

1

210
(6)

∆ =

(

−1

(1 + x+ y)2
−1

(1 + x+ y)2

)

−
(

−1

(1 + x+ y)2
−

1

210

2)

(7)

= −2
1

210
(

1

(1 + x+ y)2
−
(

−1

210

)2

< 0 (8)



Le déterminant de la matrice hessienne étant négatif, les conditions secondes ne s’appliquent pas, ce que l’on avait vu au premier
coup d’oeil dans le fichier excel.

3 Programmes d’optimisation sans contrainte avec variable qualitative

Une firme seule sur le marché d’un bien homogène peut produire un nombre fini et non divisible de biens, à un coût marginal
constant égal à 1. Cette firme détermine non seulement la quantité de bien qu’elle produit (en fonction de ses anticipations de
vente) mais aussi le prix de vente de ce bien. Il y a cependant une hypothèse de transparence sur ce marché et une règle qui
interdit de vendre le bien à des prix différents. Indiquer la production de cette firme quand Il y a cinq consommateurs, chacun

désireux d’une unité du bien dont la disposition marginale à payer est respectivement 1, 3, 5, 7 et 9.

Il s’agit ici de la maximisation dans un cadre discret. On a a évaluer 5 décisions. Le plus simple est de calculer l’objectif -pour la
firme, le profit-

La firme va décider de tout, de la quantité qu’elle produit, du prix. Si elle ne produit qu’un bien, elle sait qu’il pourra être acheté
à p = 9. Si elle en produit deux, le prix unique maximum qu’elle peut proposer est p = 7. On peut résumer sa stratégie dans le
tableau suivant

Nbre biens Clients destinataires Prix Recette Cout Profit
1 9 9 9 1 8
2 9,7 7 14 2 12
3 9,7,5 5 15 3 12
4 9,7,5,3 3 12 4 8
5 9,7,5,3,1 1 5 5 0

Le profit optimal est obtenu quand q = 3, p = 5

Fin du corrigé du TD 2


