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Les savoirs pour ce TD : les dérivées d’une fonction d’une ou plusieurs variables, les dérivées de premier ou de second
ordre (dites aussi dérivées premiéres et dérivées secondes), la traduction en termes de dérivées de fonction croissante
ou décroissante et de fonction convere ou concave.

On note f” la dérivée d’une fonction f. Cette fonction dérivée

sert habiAtucllcment' a (}uantiﬁcr lcs.variations de la fonction f. A savoir sans sourciller : Par ailleurs, les régles de dé- | Les dérivations pour les fonctions
A connaitre : les dérivées des fonctions usuelles Lorsque la dérivée d’une fonction est po- [ivation usuelles sur les opé- | de deux variables s'opérent quasi-
1. une fonction constante a une dérivée nulle sitive, la fonction est croissante rations de fonction doivent | jdentiquement : II faut repérer dans la

2. une fonction linéaire, f = ax a une dérivée constante f/ = |Lorsque la dérivée d'une fonction est né- Etre connues fonction de deux variables la variable

a gative, la fonction est décroissante L(f+g9)=f+¢g a partir de laquelle on veut dériver la

3. une fonction puissance f — 2% a pour dérivée f' = qz~! L.orsque la .d(.erlvee siecon.de d’une fonc- 2 (fg) = f'g+ fg' fonctlon,.pm,s, (?n denv.e cet.te fonction
tion est positive, la fonction est convexe comme si ¢’était une fonction de une

4. une fonction log f = In(z) a pour dérivée f' =1/x Lorsque la dérivée seconde dune fonc- | 3 (f/9)' = (f'9—=19/9* | variable. On notera fz la dérivée de f

5. la fonction exp f = €% a pour dérivée f' = e” tion est négative, la fonction est concave. 4. (f(g) =[f'(9)*d par rapport a la variable z et f, la dé-

rivée de f par rapport a la variable y.

1 Dérivées d’une fonction de une variable

1) Calculer les dérivées des fonctions de une variable suivantes

1

f=In(l+z) f=vVe+l f=1-——- f=1-2?
14+
Les dérivées sont dans 1’ordre :
1
T =1/(1+=x T =1/(2vx + 1 = =2
/ [(A+z) f /2Vxz+1) f +(1+;13)2 f t

Pour la troisieme en effet, I’écriture puissance conduit directement au résultat
f=1-(+z)tdonf=0-(-)x(1+2) " t=>010+2)"?

Pour la quatrieme, c¢’est immédiat. Pour la seconde, en passant en puissance c¢’est immédiat

2) Calculer les dérivées de fonctions de fonctions suivantes, apreés avoir écrit deux lignes pour expliquer comment on dérive

feg.
1 2
f=0+2r—-2%)% g=KWr+1)? h:1/1—1+x s=e "

Les dérivées sont dans 1'ordre :

o ‘ 1 1 1 s
! = 3(14+2x—22)%%(2—22 "= (Vr+ 1) =1=2(x + x| —— h=1/(24/1— — =TTy
f=301+2z—2%)"*(2-22) ¢ = (Vz+1) (Va +1)* i) /( 1+‘,,{,)*(1+‘,,3)2 s =e T x—2

3) Calculer la dérivée seconde de la fonction h(x) = f(g(x)), sachant que les deux fonctions f et g sont dérivables.
On calcule d’abord la dérivée premiere, puis la dérivée seconde
Dérivée premiere : h'(x) = f'(g(x)) * ¢'(x)

Dérivée seconde : b (x) = f"(g(x)) * (¢'(2))* + f'(g(x)) * ¢"(z)



2 Dérivées d’une fonction de deux variables

1) Calculer les dérivées des fonctions de deux variables suivantes par rapport & z et par rapport a y

f=2+y—1 g=ay—1 h=x+yx—1 s=@x-1)(y+1) -3

Concernant les dérivées des fonctions par rapport a x on trouve

fe=22+0=22x g,=y-0=y  h,=1+4+y-0=1+y s;,=(@y+1)-0=(y+1)

Concernant les dérivées des fonctions par rapport a y on trouve

fy=0+1=1 gy=2x—0=2x hy=0+2z—-0=ux sy=(@x—-1)—0=(z—-1)

2) Calculer les dérivées secondes des fonctions de deux variables suivantes par rapport a x et par rapport & y ainsi que la
dérivée croisée. Pour cette derniére on fera tour a tour les deux méthodes, dériver d’abord par rapport a x puis par rapport a
y, puis d’abord par rapport a y puis par rapport a x. Vous observerez que vous arrivez au méme résultat.

Concernant les dérivées des fonctions par rapport a x, on part de la dérivée qu’on avait calculée par rapport a x, et on redérive
par rapport a x, on trouve
f.’l’.’l’ =2 Grx = 0 hTT =0 Sxx = 0

Concernant les dérivées des fonctions par rapport a y, on part de la dérivée qu’on avait calculée par rapport a y, et on redérive
par rapport a y, on trouve
fyy =0 Gyy =0 hyy =0 Syy =0

Avoir toujours trouvé zéro est un hasard

Concernant les dérivées croisées des fonctions, on part de la dérivée qu’on avait calculée par rapport a x, et on redérive par
rapport a y, on trouve
f:z:;t/ =0 Goy = 1 ha:y =1 Sxy = 1

Concernant les dérivées croisées des fonctions, on part de la dérivée qu’on avait calculée par rapport a y, et on redérive par
rapport a x, on trouve
fy.’l’ =0 Gyz = 1 h/y.r =1 Syx = 1

On observe sur ces exemplees une loi tres générale selon laquelle pour calculer une dérivée croisée, 'ordre dans lequel on dérive
par rapport a chacune des variables importe peu.

3 Résoudre astucieusement une équation
On cherche & résoudre I’équation (z — 1)(z — 2)(z + 3)(z +4) +6 =0

3) Montrer que y = 6 est solution de ’équation y2 — 11y + 30 = 0, puis réécrire cette équation sous la forme d’un produit, et
en trouver toutes ses solutions.



Il s’agit simplement de calculer :
6% —11%6+30=36—66-+30=0

On peut donc factoriser y — 6 dans 1’équation initiale ce qui donne,
y2—11ly+30=0 <= (y—6)(y—5)=0
L’équation y2 — 11y + 30 = 0 a deux solutions, y = 6 et y = 5.

4) Apreés avoir écrit I’équation sous la forme (x — 1)(x + 3)(z — 2)(x +4) = —6, on trouvera l'ensemble de ses solutions

L’équation s’écrit encore, (x — 1)(z + 3)(x — 2)(z + 4) + 6 = 0, soit encore, en développant deux par deux les produits,
(22 4+ 22 —3)(2? + 22 —8)+6 =0

Définissons une variable auxiliaire y = 22 + 2z ; L’équation (22 + 2x — 3)(2% + 22 — 8) + 6 = 0 s’écrit alors (y —3)(y —8) +6 = 0,
soit, y2 — 11y + 24 + 6 = 0, ou y2 — 11y + 30 = 0 dont on sait, par la question précédente qu’elle a deux solutions, y = 5 et
y = 6.

f2i\/4+24: 723;2\/7:—1i\/7

La solution y = 6 s’écrit 22 + 2z = 6, soit x = 5

f2i\/4+20: 72i22\/6:71i\/6

La solution y = 5 s’écrit 22 4+ 2z = 5, soit & =

2
En conclusion, I’équation (z — 1)(z — 2)(z + 3)(z +4) + 6 = 0 a quatre solutions

r=—-1+4vV7 2=-1+6

5) Pouvait-on prédire que I'équation (x — 1)(z — 2)(z + 3)(x + 4) + 6 = 0 aurait 4 solutions?

On retiendra qu'un polynome de degré n peut avoir jusqu’a n solutions. Ici le polynome est de degré 4, il aura donc au plus 4
solutions.

On ne peut pas prédire qu’il y a des racines double avant de les avoir calculé
6) La fonction f = (z —1)(z —2)(z + 3)(x +4) + 6 a-t’elle des limites & I'infini ?

On réécrit la fonction f en factorisant = dans chaque terme :

1 2 3 4 6
4
= (- )1 -)A+ DA+ )+~
F=a (- D Har e 2
4 .. . . 1 2
quand z — 400 ou quand x — —o00, le terme z* en facteur tend vers plus 'infini, tandis que chacun des termes (1——), (1— =),
x x

4 6
(1+ =) et (1+—) tend vers 1. Par ailleurs le terme — tend vers zéro. Ce qui fait que le terme dans la grande parenthese tend
vers 1. 1 % (+00) = +o00. La fonction diverge donc a l'infini.
7) La fonction f = (z —1)(z — 2)(x + 3)(x + 4) + 6 est-elle concave ou convexe ?

Difficile de penser qu’une fonction qui passe quatre fois par zéro, dont le profil (guidé par la question précédente) est décroissant



croissant décroissant croissant,

soit concave ou convexe.
En effet, une fonction concave est au plus croissante puis décroissante

En effet, une fonction convexe est au plus décroissante puis croissante

4 Relation affine cachée

1) Une variable économique K vérifie 'équation K = (Q1 +3Q2)% x L~/5 ot L, Q1 et Qo sont des réels strictement positifs.
Montrer que la variable Q2 est une fonction affine de la variable @1, que I'on déterminera a ’aide des parametres K et L.

s . , ., , . . k 1/5 . < 1 5 .
On peut réécrire la définition de K sous une forme équivalente (Q1 + 3Q2)% = K L'/ ou encore Q1 + 3Q2 = K'/3LY/15  ce qui
établit une relation affine entre les deux variables Q1 et D2, quand les parametres K et L sont fixés, relation qu’on peut encore
écrire :

1 R
Oy = —=0 + = K/3[1/15
2= 3+ 3K

2) Les variables K et L sont liés par la condition L(K + 1) = 12, doit on en déduire que les variables L et K sont
...................................................................................... proportionnelles ;
............................................................................ inversement proportionnelles ;
................................................................... telles que L est une fonction affine de K ;
................................................................ telles que K + 1 est une fonction affine de L.

La bonne réponse est que K et L sont inversement proportionnelles, en effet, quand K augmente, le dénominateur de la
fraction Al—il augmente, et cette fraction qui est L diminue : quand K augmente, L diminue, c’est la définition d’inversement
proportionnel.

5 Deérivation des variables définies implicitement par une équation

Considérez les deux variables p et ¢ qui sont liées par ’équation pln(q) — ¢ln(p) = 0, sous la condition p # q.
1) Tracer dans la premier temps la fonction f(p) = In(p)/p dans un espace p, f

On calculela dérivée, [/ = p%)(l —In(p)), dont le signe est positif quand p < e et négatif quand p > e ou e désigne le nombre
exponentiel vu en cours. On obtient aprés un tableau de variation montrant que lorsque p est trés faible, f tend vers moins
Iinfini et lorsque p est trés élevé, f tend vers 0, le tracé suivant :



In(p)/p

2) En déduire que les variables p et ¢ liés par 'équation pln(q)—q¢In(p) = 0, sous la condition p # ¢ sont corrélées négativement.

On déduit du graphique que I'équation pln(q) — ¢ln(p) = 0 implique soit p = ¢, soit ¢ et p sont de part et d’autre du nombre



exponentiel (et supérieurs a 1) :

In(p)/p

Il est manifeste sur le graphique que lorsque p < e augmente alors ¢ > e diminue et vice-versa, ce qui est le fait de variables
corrélées négativement

3) (*) En considérant I’équation pIn(q) — ¢ln(p) = 0, sous la condition ¢ # p, qui définit implicitement ¢ en fonction de p,
et en faisant 'hypothese que la relation ¢(p) est dérivable, trouver le résultat précédent de corrélation en dérivant I’équation
pln(q) — gln(p) = 0 par rapport a p. On notera ¢’(p) la variation de la variable ¢ par rapport a p.

La dérivée du membre de droite égal & zéro est zéro. La dérivée du membre de gauche se calcule en utilisant les régles de
dérivation sur les opérations et en particulier les dérivées des composées de fonction. Par exemple la dérivée de pln(q) par
rapport & p n'est autre que 1 xIn(q) + 5 * ¢ (p) ; Par ailleurs la dérivée de gIn(p) par rapport & p n’est autre que % — 4 (p) In(p).
Du coup, il est toujours vrai que
in(q) + 2 q'(p) - (g —d'(p) ln(p)) =0
q p
q

et, en utilisant les égalités In(q) = . In(p) et In(p) = %ln(q) , on peut réécrire la précédente égalité :

%ln(p) + g xq'(p) — (% = q’(p)%7 111((1)) =0,

et en mettant les termes avec ¢’ en facteur, a gauche de 1’égalité et le reste a droite, on peut écrire :

(22w -

]%ln(p) — gq/(l - ln(q)) =

(1 — ln(p))

hSEES
hSRES



ce qu’on réécrira :

2
/= g\ 1- In(p)
p) 1—1n(q)

p et g étant répartis I'un en dessous de e 'autre au-dessus de e, leur logarithme est 'un, en dessous de 1 et 'autre, au-dessus

1-In(p)
1—1In(q)

de 1, et on en déduit que la fraction est négative, et, en conséquence :
/
q <0

ce qui est une autre maniére d’écrire que les deux variables ¢ et p sont négativement corrélées.

6 Un morceau d’annale

Pour chacune des questions suivantes, vous indiquerez dans la case a droite de la question la réponse.

1) Trouver a et b entre 10 et 90 tels que 10 < a < b < 91 soient équidistants 1I0 (}L il) 9{1

La réponse a la question 1 est a = 37, b = 64
En effet : a et b sont caractérisés par le fait que 10, a, b et 91 soient équidistants, cad que les trois longueurs qui les sépare soient
égales : a — 10 = b — a = 91 — b,, deux égalités qui forment le systéme :
a—10 = b—a 2a —b=10 4a — 2b = 20 3a=204+91 a=37
g S S
b—a

91 -0 —a+2b=91 —a+2b=91 —37+2b=90 b=064

2) Trouver le x pour que les deux suites de nombres (1,2,5) et (7,14, x) soient en relation affine

La réponse a la question 2 est 35

En effet : Ici, on peut appercevoir que s’il y a une relation affine, elle est proportionnelle, car il y a en effet une proportionalité
entre les deux premiéres coordonnées de ces suites de nombres. Le terme de proportionalité nous est donné par le premier membre
de chaque suite : ainsi, les termes de la seconde suite sont sept fois les termes de la premiére suite. On a donc z = 7 % 5 = 35.

3) Trouver le y manquant pour que les deux suites de nombres (2,6, 5) et (10, y, 25) soient proportion-
nelles

La réponse a la question 3 est 30
En effet : Le terme de proportionnalité nous est donné par le premier membre de chaque suite : ainsi, les termes de la seconde

suite sont cinq fois (?) les termes de la premiére suite. On a donc y = 5 % 6 = 30.

4) Trouver le réel + manquant pour que les deux suites (1,6,5) et (5,20, ) soient en relation affine.

La réponse a la question 4 est 17
En effet : Ces deux suites sont en relation affine si
20—  20-—5

o r=1
65 61 3<==x 7

Ut

> (20— 1) =15/

5) Trouver le réel y pour que les deux suites (1,6,5) et (2,y,7) soient en relation affine.

La réponse a la question 5 est 8,25
En effet : Ces deux suites sont en relation affine si
y—7 T7-—2
6—-5 b5-—-1

e (y—T7)=5/4<=y=(28+5)/4=233/4=28,25

6) Trouver le réel z manquant pour que les deux suites (1,6,5) et (z,5,6) soient en relation affine.




La réponse a la question 6 est z = 10
En effet : Ces deux suites sont en relation affine si (1,2z) (6,5) et (5,6) sont alignés.
5—z 6-5

= — 5-2)/b=-1<=b—2=-5<=2=5+5=10
6—-1 5—-6

On le vérifie sur un graphique

7) Trouver I'intersection des droites d’équation 107z 4+ y = 217 et 122 — 6y = 6

La réponse a la question 7 est x =2,y =3
En effet : La seconde équation se simplifie en la divisant par 6. Elle devient 2z — y = 1. Le systéme a résoudre est donc :

107z 4+y = 217
20—y = 1
En additionnant les deux équations, on trouve 109x = 218, soit x = % =

En remplacant x dans la seconde équation, on trouve y =2xr —1=4—-1=3

8) Donner I’équation de la droite qui contient les trois points (1,10), (6,5) et (5,6)

La réponse a la question 8 est x +y = 11
En effet : La droite qui connecte (6,5) et (5,6) est une droite de pente -1. Elle a donc pour équation x + y = cste. La constante
est égale (ouf!) pour les trois points a 11.

9) Trouver la condition sur le paramétre a < 0, pour que 'ensemble {(z,y) € R% / 2%y < 107} soit co+vexe

La réponse a la question 9 est a = 0



En effet : Considérons la fonction y = 10727%, lorsque a > 0 cette fonction est décroissante. Sa dérivée seconde est y,, =
107 % (—a) * (—a — 1)z=*"2 = 107a(a + 1)2=%"2 > 0 : elle est convexe. Cela correspond au dessin suivant :
Y

X

et donc l'ensemble { (z,y) € R? / 2%y < 107 } n’est pas convexe : par exemple, le segment (représenté en rouge) qui relie
deux points de la frontiére, n’est pas dans I’ensemble. Par contre lorsque a = 0, cet ensemble est défini : c’est dans ce cas
{ (z,y) € R% / y <107 } C’est en fait un demi espace, il est convexe.

10) Trouver la condition sur le parameétre a > 0, pour que 'ensemble {(z,y) € R% / 2%y > 107} soit cgnvexe

La réponse a la question 10 est a > 0
En effet : Considérons la fonction y = 10727%, lorsque a > 0 cette fonction est décroissante. Sa dérivée seconde est y,, =
107 % (—a) * (—a — 1)z=%"2 = 107a(a + 1)2=%"2 > 0 : elle est convexe. Cela correspond au dessin suivant :

Y

x

et donc l'ensemble { (z,y) € R? / 2%y > 107 } est convexe : par exemple, le segment (représenté en rouge) qui relie deux
points de la frontiére, reste dans I’ensemble. C’est aussi le cas lorsque a = 0, cet ensemble est défini dans ce cas comme
{ (z,y) e R / y > 107 } est en fait un demi espace, il est convexe.

11) Trouver l'intersection des droites d’équation 2z +3y =3 et x +y =1

La réponse a la question 11l est x =0,y =1
En effet :

FIN du corrigé du TD 5




