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Ce TD regroupe des petits problèmes, qui, parfois nécessitent de définir puis de résoudre un programme optimal,
même qd ce dernier n’est pas mentionné. La Gestion est par excellence la science de l’optimisation, et de l’analyse des
contraintes, même quand ces dernières ne sont pas toujours bien formulées.

Quand on recherche une variable qui est résultat
de l’optimisation d’un agent, il faut commencer par
bien définir ce qui a été optimisé par l’agent (la va-
riable que l’on recherche, mais peut-être d’autres va-
riables qu’il faut considérer en même temps). Cette
première phase nécessite une vrai reflexion, et une
modélisation des choix considérés.

Un programme d’optimisation peut se présenter au premier
abord avec une contrainte écrite sous forme d’égalité. Il
conviendra souvent d’écrire un programme équivalent avec
la même contrainte, écrite sous forme d’inégalité. On fait
cela en introduisant le signe ≥ ou ≤ à la place du signe =,
en recherchant le cas dans lequel la contrainte «s’oppose»
à l’objectif, et devra donc être saturée à l’optimum.

Méthode : quand on résoud ce type
de problème, il est utile de commen-
cer à voir les éléments essentiels sur
le brouillon, de trouver la solution,
puis, ensuite de rédiger, en fonction
du chemin parcouru jusqu’à la solu-
tion.

1 Huit petits problèmes

Pour chacun de ces problèmes, on définira les variables, les contraintes, l’objectif, on écrira le programme optimal,
et quand la contrainte se présente comme une égalité, on écrira, si c’est possible, la version du programme où la
contrainte se présente comme une inégalité qui sera saturée à l’optimum) et on le résoudra, jusqu’à trouver la solution.
On se tiendra à l’encadré fourni pour la rédaction, en allant à l’essentiel. La correction sera plus longue, développant
le détail, puis proposant une rédaction concise, précise et juste.

1) Trouver deux nombres dont la somme vaut 12 et dont le produit est le plus grand possible.

Notons xety les variables

La contrainte de l’énoncé x+ y = 12, l’objectif

Première version du programme :

max
x,y

xy

s.c.x+ y = 12

On cherche la version du programme dans laquelle la contrainte est comme une inégalité, qui sera saturée à l’optimum. On
remarque que l’objectif cherche plutôt à avoir x et y grand. Pour que la contrainte s’oppose à l’objectif, et qu’elle soit saturée, on
écrira donc x+ y ≤ 12 et non x+ y ≤ 12

Le programme à résoudre est donc en version équivalente :

max
x,y

xy

s.c.x+ y ≤ 12



f = xy, g = 10−x−y, f est quasiconcave, la contrainte (un triangle) est convexe. La solution du programme est toute solution qui
satisfait les conditions premières et la saturation de la contrainte. On calcule donc les dérivées pour avoir les conditions premières

fx = y fy = x gx = −1 gy = −1
y

−1
=

x

−1

Les deux équations qui résolvent le problème sont donc

x = y x+ y = 12

On trouve la solution x = y = 6

Soit deux nombres x et y, On veut maximiser xy sous la contrainte x + y = 10. Sous forme d’inégalité, on écrira la contrainte x + y ≤ 10, qui
est bien contraignante et saturée à l’optimum. Le programme est donc maxx,y xys.cx + y ≤ 10. Programme dont l’objectif est quasiconcave, et la
contrainte, convexe. Les conditions premières

fx = y fy = x gx = −1 gy = −1
y

−1
=

x

−1

s’écrivent x = y et on obtient à la fin, étant donné la contrainte saturée x+ y = 10: x = y = 5

2) Trouver deux nombres positifs dont la multiplication vaut 36 et dont la somme est la plus petite possible

Soit deux nombres x et y, On veut minimiser x + y sous la contrainte xy = 36. Sous forme d’inégalité, on écrira la contrainte xy ≥ 36, qui est
bien contraignante et saturée à l’optimum. Le programme est donc maxx,y −x − ys.c. xy ≥ 36. Programme dont l’objectif est linéaire, donc,
quasiconcave, et la contrainte (au dessus d’une hyperbole convexe), convexe. Les conditions premières

fx = −1 fy = −1 gx = y gy = x
1

x
=

1

y

s’écrivent x = y et on obtient à la fin, étant donné la contrainte saturée xy = 36: x = y = 6.

3) Une firme a adopté la technologie q = LK. Quel est son coût pour produire 4 unités de bien, sachant que le prix de tous les
facteurs de production sont égaux à 1 ?

Soit deux nombres L et K, On veut minimiser L + K sous la contrainte KL = 4. Sous forme d’inégalité, on écrira la contrainte KL ≥ 4, qui est
bien contraignante et saturée à l’optimum. Le programme est donc maxL,K −L − Ks.c. LK ≥ 4. Programme dont l’objectif est linéaire, donc,
quasiconcave, et la contrainte (au dessus d’une hyperbole convexe), convexe. Les conditions premières

fL = 1 fK = 1 gL = K gK = L
1

K
=

1

L

s’écrivent K = L et on obtient à la fin, étant donné la contrainte saturée KL = 4: K = L = 2 et donc C(4) = 4

4) Trouver trois nombres dont la somme vaut 8 et dont le produit est le plus grand possible

Soit trois nombres x, y et z, On veut maximiser xyz sous la contrainte x+y+z = 8. Sous forme d’inégalité, on écrira la contrainte x+y+z ≤ 8, qui
est bien contraignante et saturée à l’optimum. Le programme est donc maxx,y,z xyzs.cx+ y + z ≤ 8. Programme dont l’objectif est quasiconcave,
et la contrainte (en dessous d’un hyperplan), convexe. Les conditions premières

fx = yz fy = xz fz = xy gx = 1 gy = 1 gz = 1
yz

1
=

xz

1
=

xy

1

s’écrivent x = y = z et on obtient à la fin, étant donné la contrainte saturée x+ y + z = 8: x = y = z =
8

3

5) Calculer la quantité produite par un monopole, étant donné qu’il fait face à une demande q = 2−p et que sont coût marginal
constant est égal à 1.



On introduit ici DEUX VARIABLES, bien que l’on n’en recherche qu’une, car, s’agissant de la tarification du monopole, il recherche à la fois le
bon prix et la bonne quantité, p et q. Le profit de la firme est π = q(p − 1). La contrainte q ≤ 2 − p. Le programme est donc maxp,q q(p − 1) 2 −
p− q ≥ 0. On Programme dont l’objectif est quasiconcave, et la contrainte (en dessous d’un triangle), convexe. Les conditions premières

fp = q fq = p− 1 gp = −1 gq = −1
q

1
=

p− 1

1

s’écrivent q = p− 1 et on obtient à la fin, étant donné la contrainte saturée p+ q = 2: p = 3/2 q =
1

2

6) Calculer la quantité produite par une firme en concurrence pure et parfaite, étant donné qu’elle fait face à une demande
q = 2− p et que sont coût marginal constant est égal au prix de vente du bien, à 1.

On introduit ici la variable quantité. Le profit de la firme, quand elle vend toute sa production est π = q(p− 1) = 0. Quoiqu’elle fasse, la firme a un

profit nul. sa contrainte q ≤ 2− p conserve son sens, ici, c’est q ≤ 1.

Tout choix de q ∈ [0, 1] est un choix optimal de la firme.
On devra pratiquement avoir un mécanisme de coordination entre les firmes, car la contrainte que l’on a considéré ici est une
contrainte agrégée.

7) Comment se coordonnent deux firmes qui ont une quantité 99 à produire, sachant que le coût de la première est C1(q1) = q1
2

et que le coût de la seconde est C2(q2) = 2q2
2
.

Soit deux nombres q1 et q2, On veut minimiser q12+2q22 sous la contrainte q1+q2 ≥ 99. Le programme est donc maxq1,q2 −q12−2q22 s.cq1+q2 ≥
99. Programme dont l’objectif est quasiconcave, et la contrainte, convexe. Les conditions premières

fq1 = −2q1 fq2 = −4q2 gq1 = 1 gq2 = 1
−2q1

1
=

−4q2

1

s’écrivent q2 = 1

2
q1 et on obtient à la fin, étant donné la contrainte saturée q1 + q2 = 99: q1 = 66, q2 = 33.

8) Comment se coordonnent deux firmes qui ont une quantité 99 à produire, sachant que le coût (positif) de chacune des firmes
est une fonction croissante convexe, de coût marginal (strictement) positif, et que C2(q) = 2C1(q). Vérifier qu’on emploie toujours
les deux firmes et que q2 < q1.

Soit deux nombres q1 et q2, On veut minimiser C1(q1) + C2(q2) sous la contrainte q1 + q2 ≥ 99. Le programme est donc maxq1,q2 −C1(q1) +
C2(q2) s.cq1 + q2 ≥ 99. Programme dont l’objectif est quasiconcave (*), et la contrainte, convexe. Les conditions premières

fq1 = −C′
1(q1) fq2 = −2C′

1q2) gq1 = 1 gq2 = 1
−C′

1
(q1)

1
=

−2C′
1
(q2)

1

s’écrivent C′
1
(q2) =

1

2
C′

1
(q1). La fonction C′

1
étant croissante par hypothèse, on en déduit: q1 > q2.

Il reste à montrer que q2 n’est pas nulle. Or si c’était le cas, puisque C′
1
(0) = 0, on en déduirait au vu des conditions premières que q1 = 0, ce qui

ne satisfait pas la contrainte. : q2 > 0.
(*) Enfin, pourquoi l’objectif est quasiconcave ? On sait déjà qu’une courbe de niveau est décroissante. Si l’on calcule le TMS on trouve qu’il est

égal à C′(q1)/C′(q2). Quand q1 ↑ (et q2 ↓) le TMS croit, donc la courbe de niveau est concave. Elle croit (étant donné l’objectif négatif) quand q1

et q2 décroissent. Donc, la fonction est bien quasiconcave.



q1

q2

On pourra préférer la correction suivante, équivalente bien sûr



On en déduit



L’illustration graphique du problème est :

9) Les auteurs touchent généralement des droits sur leurs livres, et ces droits sont généralement égaux à une fraction donnée (r)
des ventes de leurs livres. Les auteurs et les éditeurs seraient-ils mieux lotis si les droits étaient un pourcentage fixe des bénéfices
sur un livre ? On étudiera cette question sous l’hypothèse (très simplificatrice) de la fonction de production de livre suivante, dans
un environnement concurrentiel : Un éditeur produit q, il vend tout ce qu’il produit au prix p, son coût pour produire le livre
est C(q), fonction convexe, et il donne à l’auteur la somme r pour chaque livre, cad le montant rq. On étudiera donc le choix
de production de l’éditeur sous cette hypothèse. Après ce premier travail, vous étudierez le facteur de production quand l’éditeur
ne doit pas prendre en compte ce qu’il donne à l’auteur pour le choix de sa production, mais qu’il donnera après sa décision
prise une fraction α de son profit. Vous étudierez très attentivement comment le programme de l’éditeur se modifie, il est utile de
représenter les deux décisions de l’éditeur dans un graphique q, p dans lequel on aura représenté le coût marginal croissant C′(q).
On pourra chercher à démontrer que le premier mode de rémunération conduit à une production de moins de livres.

Dans les conditions usuelles, l’éditeur doit résoudre un programme de maximisation non contraint : maxq pq −
(

C(q) + rq
)

programme, dont la condition première s’écrit

p− r = C′(q) p = r + C′(q)

qu’on représente dans le graphique q, p dans lequel on aura représenté le coût marginal croissant C′(q), et sa translation C′(q)+r :

q

p

C′(q)

•

q0

p

C′(q) + r

La décision est de produire q0 livres, et le surplus total de l’éditeur et du producteur est représentée en bleu.



Sous la seconde hypothèse, l’éditeur doit résoudre un programme de maximisation non contraint : maxq pq−
(

C(q)
)

programme,
dont la condition première s’écrit

p = C′(q) p = C′(q)

qu’on représente dans le même graphique q, p dans lequel on aura représenté le coût marginal croissant C′(q), (et sa translation
C′(q) + r pour mémoire) :

q

p

C′(q)

•

q0

p •

q1

C′(q) + r

q0

p

La décision est de produire q1 livres, et le surplus total de l’éditeur et du producteur est représentée en rouge. Qu’apperçoit-t’on,
que dans cette seconde décision, l’éditeur produit plus de livres, et que le surplus total est plus grand

On doit en conclure qu’il existe dans cette seconde répartition de la richesse un partage des profits qui sera plus bénéficiaire aux
deux.

10) Vous devenez gérant d’une firme produisant un bien homogène, de technologie q =
√
ℓ, qui, dans un contexte concurrentiel

avec p, le prix de vente et w, le salaire unitaire, produisait q = p
2w pour maximiser son profit π = pq − wℓ. Vous décidez de

poursuivre un autre objectif : « Maximiser le nombre de salariés ». Est-ce que cela a un impact sur la production. Si oui comment.
Donnez tous les détails [Hint : démontrer qu’alors π = 0]

Le programme de la firme est donc de maximiser ℓ. Elle a deux contraintes. Ne pas faire de pertes. Respecter les contraintes technologiques :
max
q,ℓ

ℓ

s.c. pq −wℓ ≥ 0
√
ℓ ≥ q

La question est de savoir quelles sont les contraintes qui sont saturées ou non. Si la contrainte de profit nul n’était pas saturée, alors, on pourrait
augmenter un peu ℓ et elle serait toujours satisfaite. et la seconde aussi. On n’aurait donc pas été au maximum. Aussi, la contrainte de profit est
nulle. Ce qui s’écrit ℓ = p

w
q. Cette première équation ne donne aucune limite à ℓ qui pourrait être d’autant plus grand que q est grand. C’est la

seconde contrainte qui va fixer une borne à la production. En effet :

√
ℓ ≥ q ⇐⇒

√

p

w
q ≥ q ⇐⇒ √

q ≤
√

p

w
⇐⇒ q ≤ p

w

Ainsi pour maximiser ℓ on choisit q le plus élevé possible q = p
w

. La production a DOUBLÉ.

11) On considère un marché en concurrence qui produit un bien homogène selon la technologie Q =
√
L où L est le nombre

de travailleurs qualifiés. On suppose que le nombre de personnes qualifiées pour ce secteur, dans le pays est L. Montrer, quand
le prix de vente est faible, que la fuite d’une partie de ces travailleurs qualifiés à l’étranger n’a pas d’impact sur la production.
Préciser ce que signifie p est faible dans ce contexte. Interpréter.

Comme on l’a vu plusieurs fois dans le cours, quand c’est possible, la solution optimale serait d’égaliser la productivité du travail 1/2
√
L au prix

relatif du travail w/p, ce qui conduirait à la production telle que
√
L = p

2w
. Etant donné la contrainte “additionnelle” sur la rareté du travail sala-

rié, cette contrainte ne joue pas quand p
2w

≤ 1, soit quand p ≤ 2w. C’est assez intuitif, quand il y a une contrainte de rareté sur l’emploi qualifié,

cette contrainte n’est pas saturée quand le secteur produit peu. Et le secteur produit peu quand le prix de vente est faible (offre petite).



12) Une firme a adopté la technologie q = L1/4K1/4. Quel est son coût pour produire q unités de bien, sachant que le prix de
tous les facteurs de production sont égaux à 1 ?

Soit deux nombres L et K, On veut minimiser L + K sous la contrainte L1/4K1/4 − q ≥ 0. Cette contrainte est bien contraignante et saturée
à l’optimum. Le programme est donc maxL,K −L − Ks.c. L1/4K1/4 ≥ q. Programme dont l’objectif est linéaire, donc, quasiconcave, et la
contrainte (au dessus d’une hyperbole convexe), convexe. Les dérivées premières et condition première, à l’optimum quand L1/4K1/4 = q s’écrivent

fL = −1 fK = −1 gL = (1/4)L−3/4K1/4 = (1/4)(q/L) gK = (1/4)L1/4K−3/4 = (1/4)(q/K)
−4K

q
=

−4L

q

s’écrivent K = L et on obtient à la fin, étant donné la contrainte saturée
√
L = q: K = L = q2 et donc C(q) = 2q2

13) Vous êtes le propriétaire-gérant d’une firme en CPP qui produit un bien homogène, au prix C(q). Vous gérez votre entreprise
depuis longtemps, votre revenu, ce sont les bénéfices de la firme, et vous songez à vous adjoindre les services d’un directeur général.
Quel est, pour vous, le meilleur mode de rémunération : en lui offrant un salaire W qui impacte directement les coûts (passant à
C(q) +W , où en lui offrant une participation aux bénéfices, α < 1, calculée de façon à ce qu’il obtienne W (qui est le salaire de
marché d’un tel directeur général) ?

Dans la rémunération forfaitaire, le coût de la firme est C(q) + W , ce qui ne modifie pas le coût marginal C′(q). La firme produit donc la même

quantité, a les mêmes recettes, ses coûts sont exactement augmentés de W . Le revenu du propriétaire gérant passe de π0 à π0 −W .

Dans la rémunération au profit, l’objectif de la firme est (1−α)π(q), et donc la firme cherche juste à maximiser son profit. La firme produit donc la

même quantité, a les mêmes recettes, les mêmes coûts et le même profit. Ce profit est partagé entre W et π0−W . Le revenu du propriétaire gérant

passe de π0 à π0 −W .

14) Un monopole a deux stratégies possibles. Soit ne produire qu’un seul bien en quantité q1 dont la demande est q1 = 40− 2p1
soit produire ce même bien dont la demande ne change pas, en produisant en même temps un autre bien, partiellement substitut,
qu’il demeurerait le seul à produire, dont la demande est : q2 = 40− 2p2 − 1

2
q1, la demande du second bien étant impactée par le

nombre du premier bien sur le marché. On suppose le coût de production unitaire constant égal à c < 20 pour les deux chaines
de production. Montrer que s’il décide de produire les deux biens, alors il produira moins du bien1. Montrer que ce monopole a
toujours intérêt à produire de ce deux biens. Précisez le résultat. Interpréter. (L’étudiant pourra s’il le préfère écrire c = 10)

Quand le monopole ne produit qu’un bien, il résout le programme non contraint maxq1 q1(20− 1

2
q1−c), la condition première étant 20−q1−c = 0,

soit q1 = 20− c. [a.n. q1 = 10]
Quand le monopole produit les deux biens, la demande inverse du bien 1 est p1 = 20 − 1

2
q1, la demande inverse du bien 2 est p2 = 20− 1

2
q2 − 1

4
q1,

il résoud le programme non contraint maxq1,q2≥0 q1(20 − 1

2
q1 − c) + q2(20 − 1

2
q2 − 1

4
q1 − c), la condition première, par rapport à q1 étant

20− q1 − c− 1

4
q2 = 0, soit q1 = 20− c− 1

4
q2.

La question demeure encore, tant qu’on a pas démontré que le choix optimal de q2 > 0. Il y a deux manières de raisonner., mais qui toutes, néces-
sitent que l’on calcule la condition première, par rapport à q2, soit: 20− c− 1

4
q1 − q2 = 0 ou encore q2 = 20− c− 1

4
q1.

Sans mener le calcul jusqu’au bout On peut tenter un raisonnement par l’absurde. Supposons que les deux conditions premières conduisent à q2 ≤ 0.
D’abord q2 négatif n’a pas de sens. On l’a déjà écrit dans le programme. q2 = 0 conduirait, au regard de la condition première par rapport à
q2 conduirait à q1 = 4 ∗ (20 − c), et au regard de la condition première par rapport à q1 = 20 − c ce qui est incompatible. Donc, on en déduit
que les deux conditions premières sont vérifiées quand q2 > 0.

En résolvant le système induit par les deux conditions premières La première condition est q1 = 20 − c− 1

4
q2. On la substitue dans la condition

première par rapport à q2, qui devient 20− c− 1

4

(

20− c− 1

4
q2
)

− q2 = 0, soit 15

16
q2 = 3

4
(20− c), ce qui implique bien q2 > 0.

En passant, on vient de démontrer que la monopole a bien intérêt à faire produire les deux chaines de production.

Les valeurs n’étaient pas demandées. On trouve q1 = q2 = 4

5
(20 − c). [a.n. q1 = q2 = 8]

Fin du corrigé du TD 8


